25. Bizonyitasi modszerek bemutatasa szamelmeéleti problémak
megoldasaban

1. Direkt bizonyitas
Ismert tételeket és definicidkat alkalmazva megoldjuk az adott problémat.
Példaul:
1. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan pozitiv egész szdm van, amely nem
all eld: a) 2 négyzetszam
b) 2 kobszam Osszegeként
Megoldas maradékok vizsgalataval:

0
a) X>+y> =11 (rnod4)
2

n=4k+3, keN
b) 9-es maradék
2. Adotta p(X) = X’ —5X’ +4x polinom. Melyik az a legnagyobb pozitiv egész
szam, amellyel a polinom minden egész helyen vett helyettesitési értéke
oszthatd?
Megoldas:
p(x) = x(x* = 5x% +4) = x(x' =% = 4x* +4) = x(* (x> = 1)- 4(x* - 1)) =

= x(x* =1)x* —4) = (x=2)(x = D)x(x + 1)(x + 2)

Ha x € Z, akkor az 5 egymast kdvetd egész szam szorzata, amelyek koziil 1
oszthato 5-tel, legalabb 1 oszthat6 3-mal, 1 oszthato 4-gyel, és azon kiviil van
koztiik egy 2-vel oszthatd szam. Igy a szorzat oszthato 5-3-8 =120 -szal.
Mivel p(3) =120, ezért ez a legnagyobb szam, amivel minden helyen oszthato.

Oszthatosag tulajdonsagai
Skatulyaelv: ha n skatulyaba n-k -nal tobb dolgot kell szétosztani, akkor lesz legalabb 1
skatulya, amelybe legaldbb k+1 dolog keriil.

2. Indirekt bizonyitas
A bizonyitand¢ allitas ellentettjérol belatjuk, hogy hamis, ebbol kovetkezik, hogy a
bizonyitand¢ igaz.
A bizonyitand¢ allitas ellentettjérol feltessziik, hogy igaz, és ebbdl kiindulva
ellentmonddsra jutunk.

TETEL: /2 irracionélis

TETEL: Végtelen sok primszam van.
Bizonyités:
Tegytik fel, hogy véges sok van! Legyenek ezek p;; p,;...; P, !

Legyen A=p,-p,-...- p, +1>1—van primosztoja
Legyen ez q!
Mivel p; nem osztdja A-nak (i=1,2,...,n),ezért q=p, (i=12,...,n).

Tehat talaltunk a megadott primektdl kiilonb6z6 primszéamot.
Ellentmondas— Végtelen sok primszam van.



3. Teljes indukcid
P, kijelentés, amelyben az n € N , mint paraméter szerepel.

Ez a kijelentés igaz valamely n, € N -t6] kezdve minden természetes szamra, ha
a) P, igaz
b) valahanyszor P, igaz, mindannyiszor P, ., is igaz.

Példaul:

Zn:kz _n(n+1)2n+1)

P 6

17 ‘ 7 . 52n—1 + 23n+1

Olyan bizonyitasi eljaras, amellyel egy a természetes szdmokra vonatkozo
torvényszerliséget lehet bebizonyitani. Els6 1épésben belatjuk 1-re (vagy valamely
konkrét természetes szamra) a torvényszertiséget. Masodik 1épésben azt mutatjuk meg,
ha igaz n-re a térvényszerliség, akkor n+1-re is az. Vagyis azt latjuk be, hogy n-rél
n+1-re 6roklodik az allitas. Ezzel az eljarassal megszamlalhatdéan végtelen sok allitas
igazsagat lehet belatni.

Alkalmazas:

szamelméleti, oszthatosagi példak megoldéasanal
kongruencidk alkalmazasa titkosirasban
legkisebb kozds tobbszords keresése

titkosiras, diofantoszi egyenletek



