24. Kombinatorika, a valoszinuségszamitas elemei

1.Kombinatorika

A véges halmazokkal foglalkozé tudomanytertilet.
Id6 hianyaban csak a nevezetes dsszeszamolasokkal foglalkozunk.

a)

b)

Sorbaallitdsok (permutéciok)

alapfeladat: n kiilonb6z6 dolgot (valamely halmaz elemeit) hanyféleképpen
rakhatunk sorba?

TETEL: n! ismétlés nélkiili permutacio: P,
bizonyitas: teljes indukcidval

n=1-re I=1!

n=2-re 2=2-1=2! két kiilonb6z6 elemet kétféleképpen rakhatunk sorba,
példaul a,b és b,a

Tegyiik fel, hogy n=k-ra igaz az allitas, azaz k kiilonb6z6 elem permutéacidinak
szdma k!, ahol £ > 2 egész.

Bizonyitsuk be, hogy n=k+1-re is igaz!

helyezhetjiik el, igy k+1 db permutaciot kapunk. Mivel k elemnek k! permutécioja
volt és mindegyikbdl k+1 db lett, ezért (k + l)k! permutéciot kapunk.

(k + k= (k +1) —az allitas igaz

valtozat: n dolog, melyek k-félék, és az egyes osztalyokba tartozok nem

megkiilonboztethetdek:

n=n+n,+..+n (1<k<n)

hanyféleképpen rakhatok sorba?

TETEL: " , ismétléses permutacio: P "
n!-nt-...-n!

bizonyitas: visszavezetés az alapfeladatra

- ) . n! n
specialiseset: k>2 n=i+n—i —F—=| .
’ ’ z!-(n—l)! i

ahol ne N*

Variaciok:

DEF: Ha n kiilonb6z6 elembdl kivalasztunk k elemet gy, hogy mindet elemet
legfeljebb egyszer valasztunk ki és szdmit a kivalasztott elemek sorrendje, akkor n

rrrrrr

alapfeladat: n kiilonb6z6 dologbdl kivalasztva k dolgot, hanyféleképpen rakhatok
sorba?

TETEL: ismétlés nélkiili variacio: V. *

n!
(n—k)!
bizonyitas:

Az 1. elemet n-féleképpen valaszthatjuk ki,
a 2. elemet (n-1)-féleképpen valaszthatjuk ki,
a 3. elemet (n-2)-féleképpen valaszthatjuk ki,

a k. elemet n-(k-1)-féleképpen valaszthatjuk ki
V. 5=nln—1\n-2)-...-(n—k+1)

n



bévitve (1 — k )l-sal:
ko n(n-1\n-2)-...-(n—k+1)n—k)! _n
! (n—k) (n—k)
valtozat: a kiilonb6z6 dologbdl visszatevéssel kivalasztunk k db-ot, ez
hanyféleképpen lehetséges?

TETEL: n* ismétléses variacio: V,"

Kombinécidk

DEF: Ha n kiilonb6z6 elembdl kivalasztunk k elemet tigy, hogy minden elemet

legfeljebb egyszer valasztunk ki, és nem szamit a kivalasztott elemek sorrendje,

akkor n elem k-ad osztaly( ismétlés nélkiili kombinaciojat kapjuk. (n,k € N* és

k<n)

alapfeladat: n elemii halmaz k elemii részhalmazainak szdma (k db elem

kivalasztasa, ha a sorrend nem szamit)

TETEL: ("j =™ ismétlés nélkili kombindcié: C, = (”]
k) k(n—k) "k

bizonyitas:

n(n—1) n—2)-...-(n—k +1) figyelembe veszi a sorrendet

n(n-1)n-2)....-(n—=k+1) nln-1n=2)-...-(n—k+1)n—k)! o n

k! (n—k)! ki(n—k)!

. . (n+k-1
TETEL: binomialis tétel, ismétléses kombinacio: C,* :( ' ]

(ismétléses kombindcio: tobbszor is valaszthatjuk azt az elemet, amelyet mar
kihuztunk)

(a +b)n _ Zn:(njan—k .bk
k=0 k
A binomialis tétel bizonyitasa: (a +b)" =(a+b)a+b)-...-(a +b)

n db tényezé

A szorzast a kovetkezoképpen végezzik:
-a" -es tagot ugy kapunk, ha n db tényezdébdl valasztunk a-t €s 0 db tényezobdl bH-t.

Ez [gj -féleképpen lehet. Tehat (g)a" lesz.

-a"" -b-s tagot tigy kapunk, ha n-1 db tényez6bdl valasztunk a-t és 1 db tényezSbdl
b-t. Ez @ _féleképpen lehet. Tehat @ -a" b-s lesz

-a"*-b’-es tagot gy kapunk, ha n-2 db tényez6b6l valasztunk a-t és 2 db
tényezObdl bH-t.

n r r r n n-2 1.2
Ez 5 -féleképpen lehet. Tehat 5 ~a""" b lesz.

-a-b""-es tagot Gigy kapunk, ha 1 db tényez5bél valasztunk a-t és n-1 db
tényezObdl b-t.

n—1

Ez [ nl] -féleképpen lehet. Tehat [ " ju-b”’l lesz.

-b"-es tagot ugy kapunk, ha 0 db tényez6bol valasztunk a-t és n db tényezébol b-t.



Ez [nj -féleképpen lehet. Tehat [
n

Ezeket 0sszeadva—allitas.

Fontos Osszefiiggések:

(o2

n-—1 n—1 n
2. + =
bizonyitas:

O%

Pascal-hdromszog:
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0. sor
1. sor
2.s0r

3. sor

4. sor

2" az 0sszes részhalmazok szama

bizonyitas: lasd a halmazoknal

2.Valészinliségszamitas elemei
klasszikus képlet (Laplace):

j -b" lesz.



_ kedved kimenetelk (eseteh)

osszeskimenetelk (esetek)

alapfogalmak: véges sok lehetséges kimenetel esetén

elemi események: az 0sszes lehetséges kimenetelek

példaul:

2 érme esetén a valosagot az a modell irja le helyesen, ahol 4 elemi esemény van
f-f, i-1, f-i, i-f (megkiilonboztetjiik az érméket)

A valoszinliségszamitas szemléletes fogalma:

n: hanyszor végezziik el a kisérletet

k: gyakorisag: egy adott kimenetel hanyszor kdvetkezik be

— : relativ gyakorisdg: ha n kisérlet esetén valamely kisérlet k-szor kdvetkezik be
n

Ha K n novelésével egy adott szam koriil ingadozik ugy, hogy az ingadozas stabilitas
n

mutat, akkor ez a szdm az adott esemény valdsziniisége. (esemény: valahany elemi
esemény adja meg)

eseménytér: az 0sszes elemi események halmaza

elemi események

A valdszinliség matematikai fogalma:

P egy fiiggvény, ami az eseménytéren értelmezett és kielégiti a kovetkezd axidmakat:
(Kolmogorov-axiomak)

. 12p=>0

2. p(biztos esemény) =1

3. Aés Begymast kizarok: AN B=0

p(4U B)= p(4)+ p(B)

Fontos eredmények:
a) p(d)=1-p(4)

p(Z ): komplementer esemény, p(lehetetlen esemény)=0
b) 4 B esetén p(4)< p(B)




p(4\B)= p(4)-p(4n B)

Ha véges sok lehetséges kimenetel mindegyike egyenértékii, akkor lesz a klasszikus
képlet hasznalhato

A=1{4,, 4,,...., 4}

PA)= P40 4 0.0 4)= p(a)=k-pla)=k- " =

i=1

I |

_ kedvezo esetek szama

osszes esetek szama

teljes eseményrendszer: egymadst paronként kizar6 események, melyek
valdszinliségének Osszege: 1

k

ZP(Ai): 1

i=1

A, A4, ..., A4,

p(4).p(4).... p(4,),
(valoszintiségi valtozo)

eloszlas: { } (binomialis eloszlés, geometriai eloszlas)

Alkalmazasok:
- lotto, toto, szerencsejaték
- geometriai valdszinliségek: m becslése (Buffon-féle tiiprobléma)
- mintavétel, kdzvélemény-kutatds, mindség-ellenorzés
- anyeremény igazsagos szétosztasa félbeszakadt jaték esetén
- kinetikus gazelmélet (fizika)
- dominans-recessziv 6rokléselmélet (biologia)



